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Bref historique

Self-Similar Melodies
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Mozart !



Principe

Une mŽlodie qui co•ncide avec elle

m•me quand on la joue ˆ un tempo plus lent



Exemples musicaux

Rational melody 15 (ou•e tout ˆ l'heur e)

Loops f or Or chestra (ˆ la Þn)

In the Mood

Basse d'Alber ti !

La Vie est si courte (page prŽcŽdente)



Questions

Comment faire une telle mŽlodie ?

Nombre d'occurrences de chaque note, 

nombre de notes ! ?

Palindrome ou pas ? 

Avec dŽcalage ?

DiffŽr ents ratios possibles ?

Action de groupe

Sous-groupe des symŽtries



Production

Une mélodie (mk) où  mk désigne la kème note, 
périodique de période n, est autosimilaire 

de rapport a, si on a 
∀k  ma×k= mk

Ë la main on en dŽduit une 

construction d'une mŽlodie pour

n,a donnŽs



Une mélodie (mk) où  mk désigne la kème note, 
périodique de période n, est autosimilaire 

de rapport a, si on a 
∀k  ma×k= mk

Ex: n=8, a=3.
m0=m0 !  m1=m3=m9=m1  m4=m12=m4

m2=m6=m18=m2    m5=m15=m7
Do ré mi Ré sol fa Mi fa do Ré mi ré Sol fa mi Fa do ré Mi…

Production



Une mélodie (mk) où  mk désigne la kème note, 
périodique de période n, est autosimilaire 

de rapport a, si on a 
∀k  ma×k= mk

Production

Avec un peu de mathŽmatiques

tout est clair: chaque note suit

une orbite de x ➝ a x mod n 

Tout simplement, on applique cette 

transformation jusqu'ˆ r etomber sur un 

temps dŽjˆ occupŽ; on passe alors

ˆ l'orbite suiv ante !



Questions

Comment faire une telle mŽlodie ?

Nombre d'occurrences de chaque note, 

nombre de notes !

Palindrome ou pas ? 

Avec dŽcalage ?

DiffŽr ents ratios possibles



Nombre d'occurrences

Cas le plus simple: n premier

O 1= { 1, a, a2,É a r-1 } avec ar=1 (mod n) .

O y= { y, y!a, y!a2,É y!ar-1 }=y!O 1

Toutes les orbites ont m•me cardinal r, 

qui est l'ordre de a.

ÉSauf O 0 = {0}



Nombre d'occurrences

Cas moins simple: n non premier

O y= { y, y!a, y!a2,É y!ar-1 } peut avoir 

moins de r ŽlŽments, quand y = y!ap-1 

pour un p<r: possible si y! (ap-1 -1)=0 

cˆd que a p-1 -1 est diviseur de 0.

Cela arrive modulo n: ex n=15 a=2

O 1= {1,2,4,8}   O5 = {5, 10}



Nombre d'occurrences

Cas gŽnŽral : un thŽor•me.

Toutes les orbites ont un cardinal qui 

divise l' ordre r de a. 

Il existe au moins une orbite de longueur 

exactement r = ordre(a).



Notes isolŽes

L'orbite de 0: toujour s isolŽe.

Il peut y en avoir d'autr es.

ThŽor•me :

le nombre de notes isolŽes est Žgal au 

pgcd d de a-1 et n.



Nombre total de notes

La propriŽtŽ prŽcŽdente permet de 

prouver une conjecture de Tom.

ThŽor•me :

Le nombre maximal de notes dans une 

mŽlodie Self-Rep de pŽriode n est 3n/4. 

On l'atteint quand n=2k+1 et a = n/2 + 1.

Voire quand n est multiple de 4É



Questions

Comment faire une telle mŽlodie ?

Nombre d'occurrences de chaque note, 

nombre de notes !

Palindrome ou pas ? 

Avec dŽcalage ?

DiffŽr ents ratios possibles



Palindromes & symŽtries

Exemples

do rŽ mi rŽ mi fa mi rŽ mi rŽ do rŽÉ est un 

palindrome (rappor t 3 pŽriode 10)

do rŽ mi rŽ fa sol mi sol doÉ n'a que le rappor t 3.

do sol mi sol do sol mi sol É s'auto-

rŽplique aux rappor ts  (1) 3, 5, 7 (9) !



Palindromes & symŽtries

Crit•r e

Une mŽlodie de rappor t a et de pŽriode n 

est un palindrome quand il existe une 

puissance de a Žgale ˆ -1 modulo n.

Ceci rŽsultera d'une Žtude plus gŽnŽrale 

d'autr es symŽtries possibles:



Questions

Comment faire une telle mŽlodie ?

Nombre d'occurrences de chaque note, 

nombre de notes !

Palindrome ou pas ? 

Avec dŽcalage ?

DiffŽr ents ratios possibles



'SelfRep' avec dŽcalage

 Exemple

 Kientsy Loop, motif ˆ deux doigts.

 ThŽorie :

Une mélodie (mk) où  mk désigne la kème note, 
périodique de période n, est autosimilaire 

de rapport a avec décalage b, si on a 
∀k  ma×k+b= mk



'SelfRep' avec dŽcalage

Mutatis mutandis, tous les rŽsultats 

prŽcŽdents restent vrais.

Sauf que r ne sera plus l'ordre de a,

mais l'ordre de l'application 

x→a! x+b   mod n



Questions

Comment faire une telle mŽlodie ?

Nombre d'occurrences de chaque note, 

nombre de notes !

Palindrome ou pas ? 

Avec dŽcalage ?

DiffŽr ents ratios possibles



Palindromes & symŽtries

ThŽor•me

Une mŽlodie de rappor t a et de pŽriode n est 

invariante sous le rappor t b si et seulement si b 

est une puissance de a.

On a donc bien un palindrome quand -1 peut 

s'exprimer (mod n) comme une puissance de a.

Exemple : 33=-1 mod 7

 



Palindromes & symŽtries

Groupe des symŽtries

On peut en f ait facilement construir e une 

mŽlodie invariante sous les rappor ts a1, a2,É 

ak, en prenant les orbites sous le groupe 

engendrŽ par ces diffŽrents rappor ts.

La seule mŽlodie de 8 notes invariante de 

rappor ts 1,3,5,7 est la basse d'Alberti.



Illustration musicale

Un extrait de Loops f or Or chestra

 

sol
fa
mi
rŽ
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